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Unterschiedsverfahren:

Der Chiquadrattest: 

Mit Hilfe der Chiquadrattests untersucht man, ob bei nominalen Variablen Unterschiede zwischen Stichproben bestehen.
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Der Chiquadratwert nach Pearson wird nach folgender Formel berechnet: 

O....... sind die beobachteten Häufigkeiten (=observed values)

E....... sind die erwarteten Häufigkeiten (=expected values), das

          sind jene Häufigkeiten, die man sich bei völliger Unab-

          hängigkeit zwischen den Stichproben erwartet hätte. 

Die erwarteten Häufigkeiten werden nach folgender Formel berechnet:        
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Folgendes Beispiel zeigt die Anwendung eines Chiquadrattests: 

Es wird untersucht ob es Unterschiede zwischen Männern und Frauen in Bezug auf das Leseverhalten gibt.

Die entsprechenden Hypothesen lauten:

H0: Zwischen Männern und Frauen gibt es hinsichtlich des 

      Leseverhaltens keinen signifikanten (=null) Unterschied.

H1: Zwischen Männern und Frauen gibt es hinsichtlich des

      Leseverhaltens einen signifikanten Unterschied.

Ausgangspunkte sind die Ergebnisse einer Erhebung bei 300 Personen, die in folgender Tabelle zusammengefasst sind:

1.Schritt: Beobachtete Häufigkeiten:

	
	Krimi
	Romane
	SciFi
	Gesamt

	Männer 
	65
	25
	50
	140

	Frauen
	70
	50
	40
	160

	Gesamt: abs.

             in %
	135

45%
	75

25%
	90

30%
	300

100%


2.Schritt: Erwartete Häufigkeiten:

	
	Krimi
	Romane
	SciFi

	Männer 
	63
	35
	42

	Frauen
	72
	40
	48


(2err. = ((65-63)2/63) + ((25-35)2/35) +......+((40-48)2/48) = 8,333
Die Größe der Tabelle wird durch den Ausdruck Freiheitsgrade (=degress of freedom DF) beschrieben und ist definiert aus:

DF= (c-1) * (r-1) = (3-1)*(2-1) = 2............d.h.: 2 Freiheitsgrade

Bei der Chiquadratverteilung (siehe Tabelle in Fahrmeier) liegt der Grenz (Schwell-)wert zur Ablehnung der Nullhypothese bei einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% (Tabelle 1-( = 0,95) und 2 Freiheitsgraden bei:

(2Tab.0,95;2 = 5,991   

Ist der errechnete Chiquadratwert größer/gleich dem tabellierten, so wird die Nullhypothese verworfen. Ist dieser Wert kleiner als der Tabellierte so wird die Nullhypothese angenommen.

Die Chiquadratverteilung lässt sich durch die Normalverteilung approximieren. Den dann gesuchten Grenzwert z erhält man durch:

z = 
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im vorliegenden Beispiel ist das:

 z= 
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Für die Standardnormalverteilung lässt sich nun folgende Fläche (=Signifikanz) durch Integrieren in den Grenzen z = ( 2,4 errechnen:
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Die Irrtumswahrscheinlichkeit – das ist jene Fehlerwahrschein-lichkeit mit der H1 angenommen wird, obwohl H0 zutrifft -  beträgt also 0,016395 (=1,6%); sie ist daher kleiner als die 5% Grenze, welche in der klassischen Statistik häufig Anwendung findet. 

Aufgrund dieses Ergebnisses:

Sig=0,016395 (  0,05 kann die Nullhypothese verworfen werden; 

anders ausgedrückt: die Alternativhypothese wird angenommen.

( Zwischen Männern und Frauen bestehen im Leseverhalten

     signifikante Unterschiede.

( Es erfolgt eine Interpretation der Kontingenz (Kreuz-)tabelle.

Weiteres Beispiel mit Softwarelösung:

Fragestellung: Gibt es zwischen Männern und Frauen signifikante Unterschiede in Bezug auf ihren Wunschurlaub ?

Die beiden Hypothesen lauten:

( H0: Zwischen Männern und Frauen bestehen hinsichtlich des  

           Wunschurlaubs keine Unterschiede.

H0: (M = (F
( H1: Zwischen Männern und Frauen bestehen hinsichtlich des  

           Wunschurlaubs Unterschiede.

H1: (M ( (F
Das Statistikpaket SPSS liefert folgenden Output:
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1 Zellen (16,7%) haben eine erwartete Häufigkeit kleiner 5.

Die minimale erwartete Häufigkeit ist 2,46.

a. 


Im vorliegenden Beispiel beträgt das (=0.007 ; Die Irrtumswahr-scheinlichkeit ist daher 0,7%

( ( 0.05 (  H0
( ( 0.05 (  H1
daraus folgt  ( ((((  H1
Zwischen Männern und Frauen bestehen signifikante Unterschiede hinsichtlich ihres Urlaubswunsches.
Ein Sonderfall des Chiquadrattests ist:

· bei 2x2 Tabellen die Kontinuitätskorrektur (bzw. Yates Korrektur)
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Der Chiquadratwert mit der Kontinuitätskorrektur wird nach folgender Formel berechnet: 

Fragestellung: Gibt es einen Unterschied zwischen Männer und Frauen dahingehend, ob Sie letztes Jahr Urlaub machten ?

Die beiden Hypothesen lauten:

( H0: Zwischen Männern und Frauen bestehen hinsichtlich des  

           Urlaubsverhaltens (ob Urlaub gemacht wird ? Ja/Nein)

           keine Unterschiede.

H0: (M = (F
( H1: Zwischen Männern und Frauen bestehen hinsichtlich des 

           Urlaubsverhaltens Unterschiede.

H0: (M ( (F
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Wird nur für eine 2x2-Tabelle berechnet

a. 

1 Zellen (25,0%) haben eine erwartete Häufigkeit kleiner 5. Die minimale erwartete Häufigkeit

ist 4,92.

b. 


Im vorliegenden Beispiel beträgt das (=0.354, daraus folgt, daß zwischen Männern und Frauen keine signifikanten Unterschiede hinsichtlich des Urlaubsverhaltens bestehen. Würde man behaupten, dass diesbezügliche Unterschiede bestehen, so "riskiert" man, dass man sich zu rund 35% irrt, da die exakte Irrtumswahrscheinlichkeit 35,4% beträgt.

PARAMETERFREIE PRÜFVERFAHREN

Die folgenden beiden statistischen Testverfahren, der Mann-Whitney-U-Test und der Kruskal-Wallis Test dienen zum Vergleich unabhängiger Stichproben, die entweder ordinal skaliert oder nicht normalverteilt sind.

· Mann-Whitney U-Test:

Der U-Test von Mann und Whitney dient zum Vergleich zweier unabhängiger Stichproben, hinsichtlich ordinalskalierter Variable bzw. solcher, die die Voraussetzung der Normalverteilung nicht erfüllen. Das Prinzip dieses Tests ist die Ersetzung der gegebenen erfassten Werte durch Rangplätze. Es handelt sich dabei praktisch um eine ordinal skalierte Variable (wie z.B. Beurteilung nach Schulnoten) oder um eine metrische Variable, welche nicht normalverteilt ist; dabei werden sämtliche auftretenden Werte durch Ränge ersetzt, die Abstände zueinander werden dabei völlig vernachlässigt. Auf Ordinalskalenniveau erhobene Daten lassen lediglich Rechen- operationen zu, in denen Rangplätze (ordinale Informationen) verarbeitet werden. Mittelwerte, Varianzen können nicht berechnet werden, weil das Kriterium der Äquidistanz nicht gegeben ist. Statt dessen werden Summen der Rangplätze berechnet, denen die Fälle in den Substichproben zuzuordnen sind.

Die Vorgangsweise beim Mann-Whitney U-Test wird durch folgendes Beispiel erörtert: 

Untersucht wird die Fragestellung ob sich Studenten (männlich) von Studentinnen (weiblich)  hinsichtlich der Beurteilung der Nebenjobmöglichkeiten unterscheiden. 

Die beiden zu überprüfenden Hypothesen sind:

H0: Zwischen Männern und Frauen besteht kein Unterschied

      hinsichtlich der Beurteilung der Nebenjobmöglichkeiten.

H1: Zwischen Männern und Frauen besteht ein signifikanter

      Unterschied hinsichtlich der Beurteilung der Nebenjobmög-

      lichkeiten.

(Irrtumswahrscheinlichkeit max.5%)

Folgende Tabelle zeigt die zusammengefassten Ergebnisse:

	Beurteilung
	Männlich
	Weiblich
	ti
	(ti3-ti)

	Gut
	2
	8
	10
	990

	Mittel
	3
	2
	5
	120

	Schlecht
	7
	3
	10
	990

	Gesamt
	n1=12
	n2=13
	N=25
	(=2100


Im ersten Schritt werden nun den einzelnen Werten, geordnet nach männlich/weiblich und den Beurteilungen, Rangplätze zugewiesen und so für die Gruppe der Männer und Frauen Rangsummen berechnet: Es ergeben sich also insgesamt 25 Rangplätze, von der ersten Person männlich+gut-Beurteilung bis zur letzten (25-sten) Person weiblich+schlecht-Beurteilung.

Die Rangsummen werden nach Ermittlung der Rangziffern und anschließender Gewichtung nach der jeweiligen Anzahl von Frauen und Männern berechnet.

	Beurteilung
	Männlich
	Weiblich

	1=Gut
	1+2+

5,5 x 2=11
	3+4+5+6+7+8+9+10=55/10=5,5
5,5 x 8=44

	2=Mittel
	11+12+13+

13 x 3=39
	14+15=65/5=13
13 x 2=26

	3=Schlecht
	16+17+18+19+20+21+22+

20,5 x 7=143,5
	23+24+25=205/10=20,5
20,5 x 3=61,5

	Rangsummen R
	R1=193,5
	R2=131,5

	Mittlerer Rang
	193,5/12=16,13
	131,5/13=10,12


Es gilt:
R1 + R2 = [N*(N+1)]/2

193,5 + 131,5 = 325

In weiterer Folge wird die Testmaßzahl U bestimmt:

U1 = R1 – [n1*(n1+1)]/2


U1 =  193,5 – 78 = 115,5
U2 = R2 – [n2*(n2+1)]/2


U2 = 131,5 – 91 = 40,5
Die Prüfgröße U des U-Testes ist nun der kleinere der beiden U-Werte:  U = Minimum (U1, U2) = 40,5

Laut Tabelle beträgt der kritische U-Wert: 

U(;n1;n2 = U0,05;12;13 = 41
Da der errechnete U-Wert kleiner als U-tabelliert ist, wird H0 verworfen; es folgt die Interpretation von H1.

Zur Bestimmung der exakten Irrtumswahrscheinlichkeit muß zuerst z bestimmt werden; dann kann die asymptotische significance berechnet werden:

Zur Berechnung von z benutzt man folgende korrigierte Formel:

Warum korrigiert ?  Da Messwerte auftreten, die wiederholt vorkommen, wird in die Formel ein Korrektur-Term eingebaut:

z = 
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z = - 2,193

Exkurs:----------------------------------------------------------------------

Tritt jeder Messwert nur einmal auf, so wird zur Berechnung von z die folgende unkorrigierte Formel herangezogen:

z = 
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--------------------------------------------------------------------------------
Berechnung der Irrtumswahrscheinlichkeit: sig 
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sig = 0,028 = 2,8%

Da 0,0283 ( 0,05   ( H1 ; d.h. H0 wird verworfen !!

Schlussfolgerung: 

Zwischen Männern und Frauen besteht ein signifikanter Unterschied hinsichtlich der Beurteilung der Nebenjob-möglichkeiten.

Wo liegt nun der diesbezügliche Unterschied ?

Man betrachtet die mittleren Ränge:

	
	Männer
	Frauen

	Mittlerer Rang
	16,13
	10,12


Der einzelne mittlere Rang sagt nichts aus und wird so auch nicht interpretiert. Betrachtet man jedoch die Höhe des mittleren Ranges, so kann festgestellt werden, dass der mittlere Rang bei den Männern deutlich höher ist als jener, der Frauen.

Die ursprüngliche Codierung der Beurteilung war:

1 = gut

2 = mittel

3 = schlecht

Ein höherer Wert sagt also aus, dass "schlechter beurteilt" wurde. Im vorliegenden Beispiel kann also festgehalten werden, dass Männer (Studenten) die Nebenjobmöglichkeiten schlechter beurteilen als Frauen (Studentinnen).

Das Statistikpaket SPSS liefert folgenden Output:

Mann-Whitney-Test
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Zur Festlegung ob H0 oder H1 betrachtet man die Asymptotische Signifikanz und interpretiert, wenn H0 verworfen wird und man sich für H1 entscheidet, die mittleren Ränge.

· Kruskal-Wallis H-Test:

Der H-Test von Kruskal und Wallis dient zum Vergleich mehr als zweier (n>2) unabhängiger Stichproben, hinsichtlich ordinal-skalierter Variable bzw. solcher, die die Voraussetzung der Normalverteilung nicht erfüllen. Das Prinzip dieses Tests ist die Ersetzung der gegebenen erfassten Werte durch Rangplätze. 

Es handelt sich dabei praktisch um eine ordinal skalierte Variable (wie z.B. Beurteilung nach Schulnoten) oder um eine metrische Variable, welche nicht normalverteilt ist; dabei werden sämtliche auftretenden Werte durch Ränge ersetzt, die Abstände zueinander werden dabei völlig vernachlässigt. 

Auf Ordinalskalenniveau erhobene Daten lassen lediglich Rechenoperationen zu, in denen Rangplätze (ordinale Informationen) verarbeitet werden. Mittelwerte, Varianzen können nicht berechnet werden, weil das Kriterium der Äquidistanz nicht gegeben ist. Statt dessen werden Summen der Rangplätze berechnet, denen die Fälle in den Substichproben zuzuordnen sind.

Die Vorgangsweise beim Kruskal-Wallis H-Test ist bis hin zur Berechnung der mittleren Ränge gleich jener beim M-W U-Test. 

Untersucht wird die Fragestellung ob sich Studenten der 4 Studienrichtungen BWL/VWL/IWW/Wipäd hinsichtlich der Beurteilung der Nebenjobmöglichkeiten voneinander unterscheiden. 

Die beiden zu überprüfenden Hypothesen sind:

H0: Zwischen den Studenten der 4 Studienrichtungen besteht kein

      Unterschied hinsichtlich der Beurteilung der Nebenjob-

      möglichkeiten.

H1: Zwischen den Studenten der 4 Studienrichtungen besteht ein 

      Signifikanter Unterschied hinsichtlich der Beurteilung der

      Nebenjobmöglichkeiten.

(Irrtumswahrscheinlichkeit max.5%)

Die Berechnung der Rangsummen und mittleren Ränge erfolgt gleich wie beim Mann Whitney U-Test.

Es ergibt sich folgende Tabelle:

	
	BWL
	VWL
	IWW
	Wipäd
	ti
	(ti3-ti)

	Gut
	6
	2
	0
	2
	10
	990

	Mittel
	1
	2
	0
	2
	5
	120

	Schlecht
	0
	4
	6
	0
	10
	990

	Gesamt  ni
	7
	8
	6
	4
	N=25
	2100

	Rangsummen Ti
	46
	119
	123
	37
	-
	-

	Mittlerer Rang
	6,57
	14,88
	20,55
	9,25
	-
	-


Die für den Kruskal-Wallis Test zu berechnende Prüfgröße H ist chiquadrat-verteilt, mit       Df = k-1 Freiheitsgraden , 

wobei k= die Anzahl der Klassen/Gruppen (=4 Studienrichtungen)

Im vorliegenden Beispiel errechnet sich durch:

DF = 4 – 1 = 3

Die angeführte Formel H bezieht sich auf die Berechnung in dem Fall, dass jeder Messwert nur einmal auftritt; 

 H = 
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Die vorliegende Problemstellung zeigt jedoch, dass bei den 4 Studienrichtungen die gleichen Beurteilungen zum Teil häufiger als nur einmal auftreten, daher verwendet man beim Kruskal Wallis Test, ähnlich wie beim U-Test, eine korrigierte Formel:

H´ =     
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H´err.= 15,166

Ein Blick auf die Chiquadrattabelle (siehe Fahrmeier) zeigt, dass 

H´1-(;DF = H´0,95;3 = 7,8147

Da der errechnete H-Wert größer dem H-Wert aus der Chi-quadrattabelle ist, wird H0 verworfen; man entschließt sich für H1 und interpretiert die mittleren Ränge.

Über den H-Wert wird wie beim Chiquadrattest z errechnet und daraus wiederum die exakte Irrtumswahrscheinlichkeit.

Das Statistikpaket SPSS liefert folgenden Output:

Kruskal-Wallis-Test
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Zur Festlegung ob H0 oder H1 betrachtet man die Asymptotische Signifikanz und interpretiert, wenn H0 verworfen wird und man sich für H1 entscheidet, die mittleren Ränge.

· Varianzanalyse:

Will man untersuchen inwiefern sich zwei oder mehrere Gruppen einer nominalen oder ordinalen Variable in Bezug auf ein metrisches Merkmal unterscheiden, so wendet man die einfaktorielle Varianzanalyse an.  Um den Einfluß mehrerer nominaler bzw. ordinaler Variable auf eine metrische Variable zu überprüfen, wird die mehrfaktorielle Varianzanalyse durchgeführt.

Von Interesse ist also der Einfluß eines sogenannten Faktors auf eine eigentlich metrische Zielgröße.

Es ist darauf hinzuweisen, dass bei Überprüfung zweier Gruppen (z.B. Männer/Frauen) hinsichtlich eines metrischen Merkmals (z.B. Ausgaben für Geschenke) häufig der t-Test Anwendung findet. 

Bei mehr als 2 Gruppen (n>2) findet der F-Test seine Anwendung, da der t-Test nur im Zweistichprobenfall zu verwenden ist. Da der F-Test jedoch auch im Zweistichprobenfall anwendbar ist, ist seine Verbreitung wesentlich häufiger.

Wichtige Voraussetzungen für die Durchführung der Varianzanalyse sind:
(Normalverteilung (K-S Test)

(Varianzhomogenität (Levene-Statistik)

Liegen diese Voraussetzungen nicht vor, so wird in der Regel auf Unterschiedsverfahren für ordinal skalierte Variable zurück-gegriffen.

Die Varianzanalyse geht ihrem Prinzip nach von einer Zerlegung der Varianzen aus. Diese Gesamtvarianz wird zerlegt in eine Varianz innerhalb der Gruppen und eine Varianz zwischen den Gruppen. 

Welche Hypothesen werden überprüft:

H0 : (1 = (2 = ...... = (n 

H1 : (1 ≠ (2 ≠ ...... ≠ (n 

Da die Varianzanalyse ein Mittelwertvergleich ist, wird untersucht, ob die Mittelwerte der einzelnen Gruppen in etwa gleich, oder ob die Mittelwerte voneinander signifikant verschieden sind. 

Die zu berechnende F-Teststatistik(Ferrechnet)ergibt sich aus:

Ferr = 
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SQR = Summe der Streuung innerhalb der Gruppen
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SQE = Summe der Streuung zwischen den Gruppen

SQE = 
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d.h. rechentechnisch = 

SQE =T(Gesamtstreuung)–SQR(Streuung innerhalb der Gruppen)

Zur Berechnung der Freiheitsgrade:
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n


= I – 1, wobei I ist gleich die Anzahl der Gruppen
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n


= N – I, wobei N gleich dem Stichprobenumfang

Eine andere Möglichkeit zur Berechnung der Teststatistik F ist folgende:

Ferr = 
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wobei    T = Gesamtstreuung und W die Streuung innerhalb der Gruppen ist.
Diese Vorgangsweise wird anhand folgendem Beispiel erörtert:

In nachstehender Tabelle sind die Daten einer Erhebung der durchschnittlichen Ausgaben pro Urlaubstag in Euro für Niederländer, Deutsche und Amerikaner angeführt:

	
	Ausgaben

pro Tag
	Gruppen-

mittelwert
	Berechnung von

T
	Berechnung von SQE

	1 = Niederländer
	75
	80
	(104-75)2
	(80-104)2

	1
	80
	
	(104-80)2
	(80-104)2

	1
	85
	
	(104-85)2
	(80-104)2

	2=Deutsche
	90
	100
	(104-90)2
	(100-104)2

	2
	100
	
	(104-100)2
	(100-104)2

	2
	110
	
	(104-110)2
	(100-104)2

	3= Amerikaner
	110
	125
	(104-110)2
	(125-104)2

	3
	130
	
	(104-130)2
	(125-104)2

	3
	120
	
	(104-120)2
	(125-104)2

	3
	140
	
	(104-140)2
	(125-104)2

	Gesamtmittelwert
	104
	
	
	

	
	
	
	Summe = 4290
	Summe=3540


Aus den Daten ergeben sich folgende Varianzen:

s12 = 25;  

s22 = 100;  
s32 = 166,666

SQR = 2 * 25 + 2 * 100 + 3 * 166,666 = 750 

SQE = 3*(80-104)2+3*(100-104)2+4*(125-104)2 = 3540
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= I – 1 = 3 – 1 = 2
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n


= N – I = 10 – 3 = 7
Ferr = 
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Das auf diese Weise errechnete F wird nun, wie bereits bei anderen statistischen Tests aufgezeigt, mit dem tabellierten F-Wert verglichen: (Irrtumswahrscheinlichkeit 5%)

F tab 0,05; 2; 7 =  4,74
Da Ferr ≥ Ftab. wird die H0 verworfen und man kann mit großer Wahrscheinlichkeit davon ausgehen, dass sich die Mittelwerte der einzelnen Gruppen signifikant voneinander unterscheiden.

Zur Interpretation der signifikanten Ergebnisse werden die Mittelwerte der einzelnen Gruppen (Gruppenmittelwerte – siehe Tabelle) herangezogen.

Das Statistikpaket SPSS liefert folgenden Output:
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Nach der Entscheidung für H0 oder H1 auf Basis der von der Software errechneten exakten Signifikanz (größer oder kleiner gleich 0,05), werden bei H1 die Mittelwerte interpretiert.
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